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Περίληψη 
Στην εργασία αυτή, χρησιµοποιούµε την µέθοδο των οµοκλινικών τροχιών για την µελέτη της ύπαρξης και ευστάθειας των διακριτών 
πνοών (breathers), δηλ. χωρικά εντοπισµένων και χρονικά περιοδικών ταλαντώσεων σε µια κλάση µονοδιάστατων (1D) µη 
γραµµικών πλεγµάτων. Ο εντοπισµός µπορεί να είναι σε ένα η σε πολλά πλεγµατικά σηµεία και τα 1D πλέγµατα που µελετούµε στην 
εργασία έχουν γραµµική αλληλεπίδραση µεταξύ πλησιέστερων γειτόνων και δυναµικό πλεγµατικού σηµείου της µορφής:  
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όπου το πρόσηµο ( + ) αντιστοιχεί στην αλληλεπίδραση “σκληρού ελατηρίου” και το πρόσηµο ( - ) στην αλληλεπίδραση “µαλακού 
ελατηρίου”. Αυτές οι εντοπισµένες ταλαντώσεις – όταν είναι ευσταθείς για µικρές διαταραχές – έχουν ιδιαίτερη σηµασία για τα φυσικά 
συστήµατα διότι επιδρούν δραστικά στις ιδιότητες της µεταφοράς ενέργειας του πλέγµατος [1,2]. ∆ιακριτές πνοές έχουν δηµιουργηθεί και 
παρατηρηθεί σε πολλά πειράµατα, όπως σε παρατάξεις (arrays) επαφών Josephson [3,4], οπτικούς κυµατοδηγούς [5] και σε επιφάνειες 
χαµηλής διάστασης [6]. Αφού κατασκευάσουµε τέτοιες εντοπισµένες ταλαντώσεις, χρησιµοποιούµε θεωρία Floquet για να µελετήσουµε 
την γραµµική (τοπική) ευστάθεια τους, κατα µήκος συγκεκριµένων καµπυλών του παραµετρικού χώρου (α, ω), όπου α είναι η σταθερά 
αλληλεπίδρασης µεταξύ πλησιεστέρων γειτόνων και ω η συχνότητα των πνοών. Στη συνέχεια εφαρµόζουµε την µέθοδο του µικρότερου 
δείκτη ευθυγράµµισης (Smaller Alignment Index - SALI) [7 - 11] για να ερευνήσουµε τις ιδιότητες ευστάθειας πιο συνολικά στο χώρο 
των φάσεων. Συγκρίνοντας τα αποτελέσµατα για τις ± περιπτώσεις του V(u), βρίσκουµε ότι οι περιοχές ύπαρξης και ευστάθειας των 
πνοών σε πλέγµα µε “σκληρά ελατήρια” είναι σαφώς µεγαλύτερες από αυτές σε σύστηµα µε “µαλακά ελατήρια”. Αυτό οφείλεται 
κυρίως στο γεγονός ότι οι συνθήκες για συντονισµούς µεταξύ των πνοών και των γραµµικών τρόπων είναι λιγότερο περιοριστικές στην 
πρώτη περίπτωση από ότι στην δεύτερη. Επιπλέον, οι ιδιότητες των διακλαδώσεων είναι διαφορετικές για τις δύο περιπτώσεις. Για 
παράδειγµα, το φαινόµενο της µιγαδικής αστάθειας, παρατηρήθηκε µόνο σε σύστηµα µε δυναµικό “µαλακού ελατηρίου”, δηµιουργώντας 
αστάθεια στις πνοές χωρίς να δηµιουργεί νέες, ενώ το σύστηµα µε “σκληρά ελατήρια” παρουσιάζει καµπύλες του παραµετρικού χώρου 
κατά µήκος των οποίων ο αριθµός των ιδιοτιµών του µονόδροµου πίνακα που βρίσκονται στο µοναδιαίο κύκλο είναι σταθερός και έτσι οι 
πνοές διατηρούν τον χαρακτήρα της ευστάθειάς τους. Στην εργασία [12] παρουσιάζουµε µια λεπτοµερέστερη µελέτη του προβλήµατος 
που εξετάζουµε στην παρούσα εργασία. 
 
1.   Εισαγωγή  
Θεωρούµε µονοδιάστατο (1D) πλέγµα που περιγράφεται από τις παρακάτω εξισώσεις κίνησης:  

 1 1( ) ( 2 )  ,   ,n n n n nu V u a u u u n+ −′+ = + − −∞ < < +∞   (1)  
όπου )(tun είναι η µετατόπιση του n-στου πλεγµατικού σηµείου, a  η παράµετρος σύζευξης και ( )uV  το δυναµικό πλεγµατικού 
σηµείου που έχει την παρακάτω µορφή:  
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όπου K > 0 είναι µία σταθερή παράµετρος. Οι τελείες συµβολίζουν παραγώγιση ως προς χρόνο και ο τόνος παραγώγιση ως προς το 
όρισµα. Οι εξισώσεις (1) περιγράφουν τη δυναµική µιας άπειρης αλυσίδας ταλαντωτών, στην οποία ο καθένας δέχεται γραµµικές δυνάµεις 
Hooke από τους δύο πλησιέστερους γείτονες και πεδιακή δύναµη µε δυναµικό V που παράγει ένα κατάλληλο “υπόστρωµα”. Το πρόσηµο 
(+) στην Εξ. (2) σηµαίνει ότι τα σωµατίδια αλληλεπιδρούν µε το υπόστρωµα µε δυνάµεις “σκληρού ελατηρίου”, ενώ το πρόσηµο (–) 
αναφέρεται στη περίπτωση του “µαλακού ελατηρίου”. Από τη δηµοσίευση του σηµαντικού άρθρου των MacKay και Aubry το 1994 [13], 
στο οποίο έχει θεµελιωθεί αυστηρά η ύπαρξη των χωρικά εντοπισµένων, χρονικά περιοδικών λύσεων (γνωστών ως discrete breathers, 
στα Ελληνικά: διακριτές πνοές) σε συστήµατα όµοια µε το (1), η βιβλιογραφία έχει εµπλουτισθεί µε πολλά αποτελέσµατα, σχετικά µε τις 
ιδιότητες αυτών των λύσεων (βλ. [1,2,14,15]). Υπάρχουν διάφορες µέθοδοι υπολογισµού, σε κάθε επιθυµητή “αριθµητική ακρίβεια”, των 
λύσεων τύπου διακριτών πνοών σε σύστηµα της µορφής (1) µε δυναµικό πλεγµατικού σηµείου (2). Με τον όρο “αριθµητικά ακριβής” 
διακριτή πνοή, εννοούµε µία λύση, η οποία είναι χωρικά εντοπισµένη και χρονικά περιοδική σε πλέγµα N σωµατιδίων και η οποία 
διατηρείται αναλλοίωτη καθώς το N αυξάνει. Στη παρούσα εργασία χρησιµοποιούµε την πρόσφατη µέθοδο οµοκλινικών τροχιών 
αντιστρεπτών απεικονίσεων [16-19], η οποία εφαρµόζεται ανεξάρτητα της τιµής της παραµέτρου σύζευξης α  στον χώρο Fourier και 
δίνει πολύ καλές προσεγγίσεις για τις αρχικές συνθήκες των διακριτών πνοών. Στη συνέχεια µε τη χρήση ενός κατάλληλου αλγορίθµου 
Newton που αναπτύξαµε, κατασκευάζουµε τις “αριθµητικά ακριβείς” διακριτές πνοές µε την επιθυµητή ακρίβεια.  
 
2. Μέθοδος Οµοκλινικών Τροχιών 
Εφόσον οι λύσεις τύπου διακριτών πνοών της Εξ. (1) είναι χρονικά περιοδική µε περίοδο T  και συχνότητα 2 /Tω π= , µπορούν να 
αναπτυχθούν σε σειρά Fourier  

 ( ) ( ) exp( )  ,n n
k

u t A k ik tω
∞

=−∞

= ∑   (3) 
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µε συντελεστές 

 
*( ) ( ).n nA k A k= −  (4) 

Λογω της συµµετρίας του δυναµικού (2) ισχύει ότι µόνον οι τρόποι ταλάντωσης µε περιττό δείκτη k  είναι µη-µηδενικοί και ότι οι 
ταλαντώσεις έχουν µηδενική µέση µετατόπιση. Για αυτό το λόγο απαιτούµε Αn(0)=0. Επιπλέον τα σωµατίδια ταλαντώνονται σε φάση, έτσι 
θεωρούµε τα Αn(k) πραγµατικούς αριθµούς. Για τη περίπτωση “σκληρού ελατηρίου” η µέθοδος αναπτύσσεται στη βιβλιογραφία [16-19]. 
Στην παρούσα εργασία, εφαρµόζουµε τη µέθοδο για δυναµικό “µαλακού ελατηρίου” 
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Αντικαθιστώντας την Eξ. (3) στις εξισώσεις κίνησης (1) και εξισώνοντας τους συντελεστές του exp( )ik tω  για κάθε k , καταλήγουµε στο 

παρακάτω αλγεβρικό σύστηµα για τα ( )kAn :  
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όπου kkkk =++ 321 και 
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Η αναδροµική σχέση (6) είναι µία απειροδιάστατη απεικόνιση των )(kAn  µε τον δείκτη πλεγµατικού σηµείου n σαν παράµετρο 

επανάληψης. Ο χωρικός εντοπισµός απαιτεί ότι ( ) 0nA k →  για ∞→n . Έτσι µια πνοή είναι µια οµοκλινική τροχιά στο χώρο των 

συντελεστών Fourier, δηλαδή µια διπλά άπειρη ακολουθία σηµείων που ξεκινά από το 0 για −∞→n και τελειώνει στο 0 για 
n → + ∞ . Για να εργαστούµε όµως µε οποιαδήποτε αριθµητική µέθοδο οφείλουµε να περιοριστούµε σε ένα πεπερασµένο υπόχωρο 
του χώρου συντελεστών Fourier µε δείκτες ),( kn . Εάν θεωρήσουµε M αρµονικούς όρους της σειράς Fourier στην Εξ. (3), δηλαδή 
k=1,3,….2M+1, για ( +∞<<∞− n ), τότε η Εξ. (6) αναπαριστά µια απεικόνιση 2M-διαστάσεων, όποτε και οι λύσεις τύπου διακριτών 
πνοών υπάρχουν στη γειτονιά της τετριµµένης λύσης (An(k) = 0, για όλα τα n, k), µε τη προϋπόθεση ότι αυτή η λύση είναι υπερβολική 
δηλαδή η τετριµµένη λύση είναι ένα σαγµατικό σηµείο της απεικόνισης. Για να εξετάσουµε εάν το σηµείο (An(k) = 0, για όλα τα n, k) 
είναι υπερβολικό και να προσδιορίσουµε τις διαστάσεις της ευσταθούς και ασταθούς πολλαπλότητας, γραµµικοποιούµε την απεικόνιση 
της Εξ. (6) στη περιοχή του σηµείου. Η απαίτηση να είναι το σταθερό σηµείο (An(k) = 0, για όλα τα n, k) της απεικόνισης υπερβολικό, 
συνεπάγεται ότι η βασική συχνότητα της διακριτής πνοής: 

 ( )(1) 2   ,K Cω α= − −  (8) 

και όλες οι αρµονικές της πρέπει να είναι εκτός της ζώνης των φωνονίων, δηλαδή ότι 

  .4αωηω +>< KK  (9) 
Για συστήµατα της µορφής (1) µε δυναµικό “µαλακού ελατηρίου” η βασική συχνότητα έχει τιµή µικρότερη των συχνοτήτων των 
φωνονίων , ενώ συστήµατα µε δυναµικό “σκληρού ελατηρίου” η βασική συχνότητα έχει τιµή µεγαλύτερη των συχνοτήτων των 
φωνονίων. Στην παρούσα εργασία θεωρούµε την απλούστερη δυνατή προσέγγιση, για την οποία η σειρά Fourier (3) αποτελείται από ένα 
µόνον όρο, δηλαδή  

 
(0) ( ) 2 (1) cos  , .n nu t A t nω= −∞ < < +∞  (10)  

Αντικαθιστώντας την Εξ. (10) στην Εξ. (1), µε χρήση της Εξ. (5) και του µετασχηµατισµού για τον συντελεστή Fourier 

 (1)    ,n nA Aα=  (11) 
καταλήγουµε στην 2 – διάστατη  (2D) αντιστρεπτή απεικόνιση: 

 
3

1 1 (1) 3   ,n n n nA A C A A+ −+ + = −  (12)  
Μια λύση της απεικόνισης (12) ονοµάζεται τροχιά της απεικόνισης. Εστιάζουµε το ενδιαφέρον µας σε οµοκλινικές τροχιές, δηλαδή 
τροχιές που συνδέουν το σαγµατικό σηµείο (0,0) της απεικόνισης µε τον εαυτό του. Μια οµοκλινική τροχιά αποτελείται από σηµεία του 
επιπέδου ),( 1 nn AA +

, τα οποία ανήκουν στη τοµή της ευσταθούς πολλαπλότητας µε την ασταθή πολλαπλότητα του σαγµατικού σηµείου 
της απεικόνισης. Στο Σχ. 1 έχουµε σχεδιάσει στο επίπεδο ),( 1 nn AA +

 την ευσταθή και ασταθή πολλαπλότητα του σαγµατικού σηµείου (0,0) 

της 2 – διάστατης  απεικόνισης (12) για 3)1( =C [12].  
 
3. Τοπική (γραµµική) και Ολική Ευστάθεια των ∆ιακριτών Πνοών 
Μια περιοδική λύση )}({ tun της Εξ. (1) µε δυναµικό πλεγµατικού σηµείου (5) ονοµάζεται γραµµικά ευσταθής όταν όλες οι ιδιοτιµές του 
µονόδροµου πίνακα βρίσκονται επί του µοναδιαίου κύκλου. Όταν κάποιες ιδιοτιµές βρίσκονται εκτός του µοναδιαίου κύκλου τότε η 
αντίστοιχη περιοδική λύση ονοµάζεται γραµµικά ασταθής [12,15]. Με τη µέθοδο των οµοκλινικών τροχιών κατασκευάσαµε ένα πλήθος 
λύσεων τύπου διακριτών πνοών της Εξ. (1) µε δυναµικό “µαλακού ελατηρίου” (5) και µελετήσαµε τα χαρακτηριστικά της γραµµικής 
ευστάθειας [12].  
Για τη µελέτη της ολικής ευστάθειας των ευσταθών πνοών στις περιπτώσεις του “σκληρού” και του “µαλακού ελατηρίου” 
χρησιµοποιήσαµε τη µέθοδο του µικρότερου δείκτη ευθυγράµµισης (Smaller Alignment Index - SALI). Ο δείκτης SALI εισήχθη από τον 
Skokos [7] και εφαρµόστηκε επιτυχώς στη µελέτη συµπλεκτικών απεικονίσεων [7, 8, 9] και Χαµιλτονιανών συστηµάτων 2 και 3 βαθµών 
ελευθερίας [8, 9, 10, 11]. Το βασικό πλεονέκτηµα της µεθόδου είναι ότι ο δείκτης SALI διακρίνει σαφώς µεταξύ χαοτικής και 
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οργανωµένης συµπεριφοράς πολύ γρηγορότερα από ότι για παράδειγµα ο κλασικός υπολογισµός του µέγιστου χαρακτηριστικού εκθέτη 
Lyapunov. Συγκεκριµένα ο δείκτης SALI παραµένει διάφορος του µηδενός παρουσιάζοντας µικρές διακυµάνσεις για οργανωµένες 
τροχιές [10], ενώ τείνει εκθετικά στο µηδέν για χαοτικές τροχιές [11], φτάνοντας πολύ συχνά σε τιµές στα όρια ακρίβειας του 
υπολογιστή (10-16) οπότε και επιβεβαιώνεται πρακτικά η χαοτική συµπεριφοράς της τροχιάς, πέρα από κάθε αµφιβολία. 
 

 

 
Για τον υπολογισµό του δείκτη SALI µιας τροχιάς ενός δυναµικού συστήµατος ακολουθούµε τη χρονική εξέλιξη της τροχιάς καθώς και 
δυο διανυσµάτων εκτροπής w1 και w2 από αυτή, η χρονική εξέλιξη των οποίων διέπεται από τις εξισώσεις µεταβολών του συστήµατος. Σε 

 

 
 
Σχήµα 2. Κατανοµή στο µιγαδικό επίπεδο των ιδιοτιµών του µονόδροµου πίνακα της διακριτής πνοής (α) σε πλέγµα 21 σωµατιδίων µε
C(1)=8 και Κ=2, για τις ακόλουθες τιµές της παραµέτρου σύζευξης α : (β) α=0,015, (γ) α=0,05 και (δ) α=0,1. Σηµειώνουµε ότι
µιγαδική αστάθεια εµφανίζεται για 0,05a ≥ . 
 

 

 
 
Σχήµα 1. Μέρος του οµοκλινικού πλέγµατος του σαγµατικού σηµείου (0,0) της απεικόνισης (12) για C(1)=3. Τα σηµεία τοµής της
ευσταθούς (συνεχής γραµµή) και ασταθούς (διακεκοµµένη γραµµή) πολλαπλότητας αντιστοιχούν σε δυο διαφορετικές πνοές και
σχεδιάζονται µε διαφορετικά χρώµατα (µαύρες και γκρι κουκίδες). 
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κάθε χρονικό βήµα Ν* τα διανύσµατα w1(N*) και w2(N*) κανονικοποιούνται ώστε να γίνουν µοναδιαία, ενώ ο δείκτης SALI υπολογίζεται 
ως: 

 
* * * *

* 1 2 1 2
* * * *

1 2 1 2

( ) ( ) ( ) ( )( )  min    ,      ,
( ) ( ) ( ) ( )

w N w N w N w NSALI N
w N w N w N w N

⎧ ⎫⎪ ⎪= + −⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

 (13) 

Για να σχηµατίσουµε µια πρώτη ιδέα του πόσο εύκολα ή δύσκολα διατηρείται η οργανωµένη συµπεριφορά των λύσεων του συστήµατος 
(1) στις περιπτώσεις του “µαλακού” και “σκληρού ελατηρίου” γύρω από ευσταθείς πνοές, εξελίσσουµε διάφορες τροχιές οι αρχικές 
συνθήκες των οποίων διαφέρουν από τις ακριβείς αρχικές συνθήκες των ευσταθών πνοών µόνο ως προς τη θέση u0 του κεντρικού 
σωµατιδίου κατά ∆u0. Για τις διάφορες τιµές της µεταβολής ∆u0 ο δείκτης SALI µας πληροφορεί για την χαοτική ή οργανωµένη 
συµπεριφορά της λύσης (Σχ. 3). Γενικά είδαµε ότι στην περίπτωση του “σκληρού ελατηρίου” οι περιοχές οργανωµένης κίνησης 
γύρω από ευσταθείς πνοές είναι ‘µεγαλύτερες’ από ότι στην περίπτωση του “µαλακού ελατηρίου” αφού οδηγούµαστε σε χαοτική 
συµπεριφορά για µεγαλύτερες τιµές της µεταβολής ∆u0 [12]. 
Τα βασικά συµπεράσµατα της µελέτης της τοπικής και ολικής ευστάθειας των πνοών σε σύστηµα “µαλακού” και “σκληρού” ελατηρίου, 
συνοψίζονται ως εξής (για περισσότερες λεπτοµέρειες ο αναγνώστης παραπέµπεται στην εργασία [12]): 
Στις περισσότερες περιπτώσεις, καθώς η παράµετρος σύζευξης α αυξάνει, οι διακριτές πνοές σε σύστηµα “µαλακού ελατηρίου” 
υφίστανται µετάπτωση µιγαδικής αστάθειας (Σχ. 2γ). Είναι σηµαντικό να σηµειώσουµε ότι αυτή η µετάπτωση αστάθειας σε αντίθεση µε 
άλλες διακλαδώσεις (π.χ. διπλασιασµού περιόδου), σηµαίνει τον τερµατισµό της οικογένειας των περιοδικών λύσεων, καθώς δεν 
συνοδεύεται µε τη ταυτόχρονη εµφάνιση άλλων ευσταθών λύσεων [20]. 
Σε αντίθεση µε τη περίπτωση του “σκληρού ελατηρίου”, όταν ακολουθούµε καµπύλες του παραµετρικού χώρου (α,Κ,ω), που ορίζονται 
από την συνάρτηση:  

 ό
a

KKaG σταθερωω =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
+−=

2

2),,(  (14) 

οι διακριτές πνοές για σύστηµα “µαλακού ελατηρίου” δεν διατηρούν το πλήθος των ιδιοτιµών του µονόδροµου πίνακα µε µέτρο διάφορο 
της µονάδας. Στο Σχ. 2 (β) - (δ) έχουµε σχεδιάσει τη κατανοµή των ιδιοτιµών του µονόδροµου πίνακα µιας διακριτής πνοής “µαλακού 
ελατηρίου” για διάφορες τιµές της παραµέτρου σύζευξης α , κρατώντας σταθερές τις τιµές των C (1) και K . 
Σε σύστηµα µε “σκληρά ελατήρια” δεν εµφανίζεται µετάπτωση µιγαδικής αστάθειας, καθόσον οι πνοές γίνονται ασταθείς µόνον µε 
διαχωρισµό του ζευγαριού των ιδιοτιµών στο +1 και επί του πραγµατικού άξονα. Επίσης υπάρχουν καµπύλες του παραµετρικού χώρου 
(α,Κ,ω), που ορίζονται προσεγγιστικά από την Εξ. (14), κατά µήκος των οποίων ο αριθµός των ιδιοτιµών του µονόδροµου πίνακα που 
βρίσκονται στο µοναδιαίο κύκλο είναι σταθερός και έτσι οι πνοές διατηρούν τον χαρακτήρα της ευστάθειάς τους. 
 

 
Όπως δείχνουν τα παραπάνω αποτελέσµατα, οι περιοχές ευστάθειας των διακριτών πνοών των “σκληρών” ελατηρίων φαίνεται ότι 
είναι πολύ µεγαλύτερες από εκείνες των “µαλακών”. Για παράδειγµα, συγκρίνοντας τα Σχήµατα 3 και 4 βλέπουµε ότι το µεσαίο 
σωµατίδιο χρειάστηκε να µετατοπισθεί κατά ∆u0=1.9 από την θέση του για να αποσταθεροποιηθεί η λύση διακριτής πνοής, ενώ η 
αντίστοιχη µετατόπιση για τα “µαλακά” ελατήρια ήταν ∆u0=0.2207. Οι διαφορετικές αυτές δυναµικές ιδιότητες των εντοπισµένων 
ταλαντώσεων των ως άνω περιπτώσεων πρέπει να διερευνηθούν περισσότερο, ακριβώς επειδή µπορεί να υποδηλούν διαφορετικές φυσικές 
ιδιότητες των πλεγµάτων “σκληρών” και “µαλακών” ελατηρίων, οι οποίες ίσως να µπορούν να επιβεβαιωθούν και πειραµατικά. 

 

 
 
Σχήµα 3. Μεταβολή του λογαρίθµου του δείκτη SALI συναρτήσει του λογαρίθµου του αριθµού Ν* των χρονικών βηµάτων της
εξέλιξης (α) µιας ευσταθούς πνοής µε εντοπισµένη ταλάντωση στο κεντρικό πλεγµατικό σηµείο πλέγµατος 21 σωµατιδίων και
δυναµικό “σκληρού ελατηρίου” για C(1)=8, α=0,15275, Κ=2 και (β) της χαοτικής λύσης για διαταραχή ∆u0=1.9 της αρχικής συνθήκης
του κεντρικού σωµατιδίου.  
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